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摘要 
等几何分析采用计算机辅助几何设计中的非均匀有理 B 样条(NURBS)基函
数进行几何建模和计算分析，实现了几何建模和有限元分析的无缝衔接。由于
NURBS 基函数具有高阶连续性和非负性等性质，在进行动力分析时具有突出优
势，例如基于高阶质量矩阵的超收敛等几何频率分析方法。但是，高阶质量矩阵
虽然能够实现频率超收敛计算，但具有波动方向依赖性，即在进行多维波动问题
分析时不能同时提高各阶频率的收敛率，同时多维情况下其数值实现也不够便捷。
本文基于二次等几何基函数，提出了一种新型跨单元积分超收敛等几何分析方法，
能够同时实现多维波动问题各阶频率的超收敛计算，且数值实现十分简洁。 
文中首先讨论了一维情况下单元高阶质量矩阵的数值积分方法，发现可以采
用 3 点单元积分实现一维问题的超收敛计算。随后，利用等几何基函数的连续性
和对应的一维高阶质量矩阵和刚度矩阵的准确积分条件，分别构造了跨 2 单元和
跨 3 单元的 5 点、7 点超收敛积分方案，并证明单元积分方案、跨 2 单元积分和
跨 3 单元积分方案都具有三次精度，是完全等价的。接着，通过张量积形式将一
维的跨单元超收敛积分方案直接运用于二维和三维波动问题中。理论分析和数值
算例均证明，在多维波动问题中，将高阶积分方案同时运用于质量矩阵和刚度矩
阵的构造过程，可以实现所有频率的同步超收敛计算，并且完全消除了波动方向
依赖性，相应的频率具有 6 次精度，比采用一致质量矩阵的精度提高了 2 次。值
得指出的是，几种跨单元积分方法精度相同，可以进行优化组合积分，提高计算
效率。最后，应用新型跨单元积分超收敛等几何分析方法对声场问题进行了分析，
结果进一步验证了方法的高计算精度。 
关键词：等几何分析；波动特征值问题；高阶质量矩阵；跨单元积分方法；频率
超收敛
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Abstract 
Isogeometric analysis often employs the non-uniform rational B-splines (NURBS) 
used in computer aided design, as the basis functions for the geometric description as 
well as the subsequent finite element analysis. This methodology seamlessly integrates 
the computer aided geometry design and the finite element analysis. The convex and 
smooth NURBS basis functions offer particular advantages for the isogeometric 
frequency analysis. Moreover, the isogeometric high order mass matrix formulation 
further enhance the accuracy and convergence rates in isogeometric frequency analysis. 
Nonetheless, the superconvergence of higher order mass matrix approaches usually 
depend on the wave propagation angle, namely, the multidimensional high order mass 
matrices can not produce the frequency superconvergence simultaneously. Meanwhile, 
the numerical implementation of isogeometric higher order mass matrices is not very 
convenient. In this thesis, a quadrature-based superconvergent isogeometric method is 
presented for efficient and accurate frequency analysis with macro-integration cells and 
quadratic basis functions. The proposed method is capable of achieving synchronous 
superconvergence for all frequencies, even in multidimensional cases.  
In this thesis, the quadrature rule for 1D single element high order mass matrix is 
firstly established. It is shown that a 3-point quadrature rule enables the frequency 
superconvergence in 1D case. Furthermore, the smooth advantage of isogeometric basis 
functions is utilized to develop superconvergent quadrature rules based upon macro-
integration cells. Through exactly integrating the corresponding higher order mass 
matrix as well as the stiffness matrix, the two-element and three-element macro-
integration cells are proposed to construct explicit superconvergent quadrature rules 
with the 6th order frequency accuracy, which is two-order higher than that of the 
standard isogeometric formulation with consistent mass matrix. As a result, 3-point, 5-
point and 7-point quadrature rules with identical precision are designed for the single 
element, two-element and three-element macro-integration cells, respectively. 
Subsequently, the 2D and 3D superconvergent quadrature rules with versatile 
integration cells are directly constructed through the tensor product formulation of the 
1D integration algorithms. It is shown that the multidimensional isogeometric analysis 
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
硕士学位论文 
iv 
employing the proposed quadrature rules for both mass and stiffness matrices does 
produce the frequency superconvergence without the wave propagation direction 
dependence problem, which needs special treatments for the multidimensional higher 
order mass matrix formulation. It is also noted that from the efficiency point of view, 
various macro-integration cells can be flexibly combined to discretize a given problem 
domain for they have identical accuracy. Numerical examples fully demonstrate the 
superiority of the proposed quadrature-based superconvergent isogeometric method. 
Finally, the proposed approach is successfully extended to the acoustic analysis with 
very favorable solution accuracy.  
Key words: Isogeometric analysis; Eigenvalue problems of wave equations; Higher 
order mass matrix; Quadrature rules with macro-integration cells; Frequency 
superconvergence
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第一章 绪论 
1.1 引言 
有限元法（Finite Element Method）通过将求解域离散为一系列单元，并利用
单元节点间的联系及单元内假设的近似函数来近似求解未知场函数。20 世纪后
半叶以来，随着计算机科学技术的进步，该方法得到了迅猛的发展及应用，已经
成为现如今应用最为广泛的数值方法之一[1]。然而，传统有限元法依赖于单元的
有序拓扑连接，这在模拟移动边界问题和大变形问题时会有网格畸变的可能，从
而导致计算精度下降甚至难于求解。另外，在传统有限元法中，仍然缺少构造具
有 C1 或更高阶连续性形函数的简洁有效方法，因此难以对高阶问题，如薄板壳
问题进行直接求解[1]-[3]。 
由于传统有限元法具有上述局限性，许多学者提出了特色各异的无网格法[4]。
从 20 世纪 70 年代以来，特别是在近二十年，无网格法在计算力学领域得到了快
速的发展和广泛的应用[5]。无网格法形函数的构造不依赖于网格的有序拓扑连接，
能够直接通过节点信息来建立近似形函数，因而可以运用于求解传统有限元法求
解困难的大变形[6]、损伤破坏[7]、高速碰撞[8]等问题。另外，无网格法可以构造任
意高阶整体协调的位移场和应力场，因此可以容易求解具有高阶控制方程的薄板
壳问题[9], [10]。 
尽管有限元法和无网格法有诸多优点，也得到了广泛的关注和快速的发展，
但是这两种方法都无法对模型的几何造型进行精确的描述[11]，不能与工程设计领
域具有广泛应用的计算机辅助几何设计软件 CAD（Computer Aided Design）进行
无缝衔接。几何建模误差会降低计算精度，甚至会引起计算困难。例如，在对薄
板壳弯曲问题进行研究时，由于几何描述的误差会导致边界外法线不唯一，计算
中会引起边界自锁问题[1]。针对以上问题，Hughes 等人在 2005 年提出了等几何
分析（Isogeometric Analysis）方法[11]。该方法将几何精确建模和有限元分析结合
起来，能够有效地消除几何离散带来的计算误差[12]，显著地提高了计算精度，近
年来在各个领域都到了广泛关注和快速发展。 
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1.2 等几何分析的研究现状 
等几何分析方法[11]采用的是用于进行计算机辅助几何设计建模的非均匀有
理 B 样条（NURBS，Non-Uniform Rational B-Spline）基函数来进行模型的几何
构型和计算分析，其几何模型的精确性不随单元划分数量的多少而改变，同时
NURBS 基函数在单元间具有高阶光滑性。由于具有这些优势，等几何分析法在
近几年得到了快速的发展和应用[1], [13]，例如用于研究薄板壳问题[14]-[20]，基于相
场模型的破坏模拟[21]-[25]，接触问题[26]-[30]，流固耦合问题[31]-[34]等。 
由于等几何基函数具有高阶非负性，在进行动力问题求解时能提供更高的频
谱精度研究。Hughes(2009)等人[35]证明了等几何分析方法在进行频率分析时具有
特别的优势。Cottrell(2006, 2007)等人[36], [37]，以及 Reali(2006)[38]和 Hughes(2008, 
2014)等人[12], [39]已通过一系列工作证明等几何分析在结构振动问题计算中，具有
比一般 C0 连续的有限元法更优的频谱分析性质。Dedè(2015)等人[40]在线弹性动
力学问题以及 Weeger(2014)等人[41]在非线性振动问题中均证明了等几何分析具
有卓越的频率计算精度。Shojaee(2012)[42]提出了由等几何法研究薄板自由振动问
题，Thai(2012)等人[43]完成了 Reissner-Mindlin 板的自由振动和屈曲分析，王东东
(2015)等人[44]提出了等几何无网格准凸耦合法并利用来进行开裂薄板的自由振
动分析，Weeger(2013)等人[45]将等几何分析法用于非线性 Euler–Bernoulli 梁的振
动分析中，Yin(2013)等人[46]在进行功能梯度板的自由振动问题研究中引入了等
几何分析法，Liu(2016)等人[47]将等几何分析法运用于 Timoshenko 屈曲梁的平面
内和平面外自由振动分析。王东东等人(2013, 2014, 2015, 2016)[48]-[51]提出了梁板
结构等几何振动分析的高阶质量矩阵，采用高阶质量矩阵进行振动分析可以使频
率误差收敛阶次较传统一致质量矩阵提高 2 阶。 
此外，声场问题所对应的 Helmholtz 方程与结构振动分析特征值问题密切相
关。等几何分析近年来也被应用于声场问题研究。随着人们对噪音控制的要求越
来越高，吸声系统的设计引起了越来越多人的关注，如车站候车室等公共建筑的
吸声结构设计，机械设备和道路声障设计等；另外，随着政府对绿色建筑的大力
推广，建筑声学检测成为绿色建筑检测、验收的重要环节之一。因此，在建筑、
交通等领域进行声场问题的研究具有重要的现实意义。在对声场问题的研究过程
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